SKIT

Karlsruher Institut fir Technologie

2. Kurzzeit-Fourier-
Transformation

1 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Le6n — Methoden der Signalverarbeitung Institut flr Industrielle
U8 Informationstechnik

8. Kurzzeit-Fourier-Transformation ﬂ("'

Karlsruher Institut far Technologie

@ Bei vielen realen Signalen andert sich ihr Frequenzgehalt im Laufe der
Zeit (oder des Ortes)

@ Beispiele: Akustische Signale wie Sprache und Korperschall, Bilder...

Frequenz

@ Analyseansatz: Betrachtung des Signals in kompakten Fenstern, die
zeitlich und frequenzmafig verschoben werden

@ Problem: Unscharfe durch Fensterung — Anpassung an Signal

Bei Kurzzeit-Fourier-Transformation (STFT): Auflosung des Fensters
fur alle Zeiten und Frequenzen gleich; lediglich Verschiebungen
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8. Kurzzeit-Fourier-Transformation ﬂ("'
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Beispiel: Musiksignal

Frequenz

Zeit [ |
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8.1 Kontinuierliche
Kurzzeit-Fourier-Transformation

(STFT)
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8.1.1 Definition und Interpretationen &K“l

Isruher Institut far Technologie

@ Klassische Fourier-Transformation: Innenprodukt des zu
analysierenden Signals z(t) mit komplexen harmonischen Schwingungen:

X(f) = (a(t), 271 = / £(t) e 27 At = F{a(1)}

W Interpretation: Ahnlichkeit des Signals z(t) mit harmonischer Schwingung
der Frequenz f

Definition: Kurzzeit-Fourier-Transformation (Interpretation I)
® Fourier-Transformation des gefensterten Signals z(t) v*(t — 7):

(0.¢]

F)(r,[) =F{z@®)v*t -7} = / z(t) v (t — 1) e 327t dt

— o0

W Interpretation: Ahnlichkeit des gefensterten Signals mit der Harmonischen
der Frequenz f
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8.1.1 Definition und Interpretationen ﬂ("'
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8.1.1 Definition und Interpretationen IT

® Aquivalente Definition:

Definition: Kurzzeit-Fourier-Transformation (Interpretation Il)
® Ahnlichkeit des Signals z(¢) mit zeit- und frequenzverschobenem Fenster

v(t — ) el27Ft:
F)(r,f) = <:U(t),7(t —7) ej27rft>t
= (X(v),T(v — f) e 32mr=H1)

v

@ Zeitdauer und Bandbreite des Fensters sind invariant gegenuber den
Verschiebungen rund f (Verschiebungsinvarianz)

B Zeitdauer-Bandbreite-Produkt des Fensters durch Unscharferelation nach
unten begrenzt

@ Klassische Fourier-Transformation: Spezialfall mit A; — cound Ay — 0
(ideale Frequenzauflosung)
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8.1.1 Definition und Interpretationen A\‘("'
(1)
Interpretation I: x(t)
Fourier-Transformation
des gefensterten VE(t —7)
Signals
T e
v
Interpretation - I kontinuierliche Verschiebung des Fensters
Vergleich des Signals A
mit zeit- und frequenz- ¢ ____2_0__{_____.'
verschobenem Fenster :
T
| 2CAt
= ;
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8.1.1 Definition und Interpretationen IT

® Die Umformung des Innenproduktes (z(t),~(t — 7) ¢/27/t) in eine Faltung
fihrt zu einer weiteren Definition der STFT:

Definition: Kurzzeit-Fourier-Transformation (Interpretation Ill)
Fan )= [ s®)e ot (-t at
_ .’E(T) e—j27rf7' % 7*(_7_)
=54 Xw+f) - T'*(v) }
—— N——"
demoduliertes  Tiefpass-
Signal filter

@ |Interpretation:
® Demodulation des Signals z(t) (Frequenzverschiebung um —f) und
® anschliellende Tiefpassfilterung (Frequenzintervall mit der
Mittenfrequenz null wird ,ausgeschnitten®)
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8.1.1 Definition und Interpretationen A\‘("'
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® Durch Ausklammern von e727/7 in der 2. Definition (Folie 7)

Fg(Ta f) = <X<I/), F(V = f) e_jzﬂ(y—f)7'>

v

gelangt man zur 4. Definition der STFT:

Definition: Kurzzeit-Fourier-Transformation (Interpretation V)
F)(r, f) = e i2mfT / X)T*(v — f) 2™ dv

= P X =)

Demodulation Bandpassfilter

= g7i27 /T, (.cc(T) * ’y*(—T)jQWfT)

@ Interpretation als Bandpassfilterung um die Frequenz f (Ausschneiden
des betrachteten Frequenzintervalls) und

anschlielender Demodulation (Frequenzverschiebung um —f)
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8.1.1 Definition und Interpretationen IT

Interpretation Ill: exp(—j2m f7)
Frequenzverschiebung
+ Tiefpassfilterung

7 (=7)
x(T) e —— [ (7, f)
()
Frequenzverschiebung Tiefpass mit
um — f Mittenfrequenz 0
Interpretation IV: exp(—j2m 1)

Bandpassfilterung +
Frequenzverschiebung

v (=) exp(j2m f7)
(1) — = (7, f)
(v —f)
Bandpass mit Frequenzverschiebung
Mittenfrequenz f um —f
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8.1.2 Spektrogramm A\‘(".
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Definition: Spektrogramm

@ Das Spektrogramm ist das Betragsquadrat der Kurzzeit-Fourier-

Transformierten:

— 2

S1(r, f) = |F2(r, )P = / 2(t) 7 (¢ — 7) =2 F iy

oo

@ Phaseninformation geht beim Spektrogramm verloren

® Wie bei der Fourier-Transformation ist die Phase bei der STFT in vielen
Anwendungen von untergeordneter Bedeutung

@ Die Energie der Spektrogrammes ist gleich der Signalenergie [PK15]:

7 7 Si(r. f)drdf = ||l=()]

® Dies setzt voraus, dass die Signalenergie des Fensters y(¢) auf 1 normiert
wurde
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8.1.3 Verschiebungsinvarianz A\‘(“'
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m Die STFT ist invariant gegenuber Verschiebungen von z(t) um t, oder
fz, d. h. aus einer Verschiebung des Signals z(t) um ¢, oder f. folgt eine

Verschiebung der STFT um ¢, bzw. f;

Zeitverschiebung um ¢,:
xo(t) = z(t — ty)

0

(7, f) = / z(t—ty) -y (t—7)e 2™/t dt
— 00 t, — t —tw
= [ty

= F) (1 —ty, f)e 2™ /ta

xT

Die Transformierte bleibt bis auf einen Modulationsfaktor gleich.
Das Spektrum ist in der Zeitachse um die gleiche Zeit ¢, verschoben.

Institut flr Industrielle
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8.1.3 Verschiebungsinvarianz ﬂ("'
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Frequenzverschiebung um f.:
To(t) = x(t) 2=t
(7 f) = / 2(t) (¢ = 1) e P At = FY (7, f — fa)

— o0

Das Spektrum ist in der Frequenzachse um die gleiche Frequenz f.
verschoben.
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8.1.4 Rekonstruktion des Zeitsignals A\K“.

® Ansatz: Darstellung von z(t) als Linearkombination von zeit- und
frequenzverschobenen Synthesefunktionen 7(t — 7) 27/

® Koeffizienten werden zunachst allgemein mit ¢(r, f) bezeichnet
® Infinitesimale Verschiebungen dz und df — Integral statt Summe:

L/‘u/' r, f) At — 7) e dr df

— 0 —0

® Rekonstruktion nicht immer moglich: Zu folgendem Spektrum existiert
keine Zeitfunktion, da ¢(7, f) im Zeit- und im Frequenzbereich begrenzt ist:

o7, f)
A
f
>
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8.1.4 Rekonstruktion des Zeitsignals \“("'

® Bei Verwendung eines giltigen Kurzzeit-Spektrums c(7, f) = FJ (7, f)
ergibt sich daraus die inverse STFT:
= / / F)(r, f) At — 7)™ dr df (8.30)

® Welche Bedingung muss fir das Analysefenster v(¢) und das Synthese-
fenster 5(¢) gelten, um eine perfekte Rekonstruktion zu gewahrleisten?

@ Einsetzen der Kurzzeit-Fourier-Transformierten

o0

2 rf) = [ alt)y' (¢ = e a

— o0

in die Rekonstruktionsgleichung (8.30) ergibt:
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8.1.4 Rekonstruktion des Zeitsignals SKIT
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i(t) = 7 /OO ?x(t')y*(t’ — 1)yt — 7)) qfat dr

— 00 =0 —O&0

—00 —O0

_ / o)y (¢ = 7) 3t —7)5(t — ') dt dr

= / x(t)y (t—7)At —7)dr

— o0

® Mit der Substitution t — 7 = 7’ erhalt man

oo
(0 = (t) [ 3)7 () ar
—00
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8.1.4 Rekonstruktion des Zeitsignals ﬂ("'
(e, e)
~ ~ !
Bedingung fur perfekte Rekonstruktion:  (3(t),y(t)) = / Ay (t)dt =1
— 00

Diskussion

@ Bedingung wenig restriktiv: bei gegebenem Analysefenster sind
unendlich viele Synthesefenster moglich

®m Ublich ist daher die Beriicksichtigung zusatzlicher Kriterien wie:

® Wahl gleicher Analyse- und Synthesefenster und Normierung der
Fensterenergien auf 1

® moglichst kleines Zeitdauer-Bandbreite-Produkt

® Haufige Verwendung des normierten Gauli-Impulses:

=0 = (2) % (-5
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8.1.5 Beispiele zur Kurzzeit-Fourier-Transformation &‘("l
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Beispiel 8.3: Fourier-Transformation als Spezialfall der STFT

@ Spezialfall der STFT mit unendlicher Fensterbreite (perfekter Frequenz-
auflésung):

oo

=1 T =8, Enn) = [aea=x()
) n
Beispiel 8.5: STFT zweier uberlagerter Chirp-Signale
@ Lange: ¢t =256
® Chirp 1: Frequenz steigt linear von fo = 0 Hz auf fende = 0,5 Hz
@ Chirp 2: Frequenz steigt linear von fy = 0,15 Hz auf fgnde = 0,35 Hz
@ Abtastfrequenz: fa =1 Hz
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8.1.5 Beispiele zur Kurzzeit-Fourier-Transformation ﬂ("'
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1 T T

100 : 150 200 250

Chip2 = o U
8

0 50 100 150 200 250

] i
Summe & of M
g
-1 ]

0 50 100 150 200 250
t/s
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8.1.5 Beispiele zur Kurzzeit-Fourier-Transformation AT
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1200 T T T T T T T T T

1000

800 1

600 - _

X (I

400 1

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0
f/Hz
Periodogramm der Summe: Keine Information, wann welche Frequenz auftritt
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8.1.5 Beispiele zur Kurzzeit-Fourier-Transformation ﬂ("'
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@ STFT-Analyse mit Gaul3-Impuls als Fensterfunktion

@ Fensterbreite bestimmt Auflosung in Zeit- und Frequenzrichtung

Fenster schmal: T = 4,1 s Fenster breit: Ter = 31 s
Gute Zeitauflosung Schlechte Zeitaufldsung
Schlechte Frequenzauflosung Gute Frequenzauflosung
0,5 LJ 0,5
0,4 ! 0,4

03t ‘| ] 0.3l f
N

IS ] T | ]

= =

0,2f ' 1 02_;

0,1} 0,1
N . . . . 0 . . . . .
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
t/s t/s
Spektrogramme [ |
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8.1.5 Beispiele zur Kurzzeit-Fourier-Transformation

Beispiel 8.6: Ultraschall-Doppler-Messtechnik

® Nichtinvasive Messung der Blutflussgeschwindigkeit mittels Ultraschall:
® Aussendung von akustischen Wellen der Frequenz fy
® Reflexion der Wellen an den Blutkorperchen (v. a. an den roten)
® Frequenzverschiebung durch Doppler-Effekt

@ Empfangssignal instationar (Pulsschlage) und nicht-monochromatisch
(unterschiedlich schnelle Blutkdrperchen) — STFT

Empfanger

| 3 V; COS Qv
Sender . v

N

(&

= O ® - °
0 ©S — 0.2 ¢ ©,°0 oo
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8.1.5 Beispiele zur Kurzzeit-Fourier-Transformation

@ Tragerfrequenz
@ Beobachtungszeit

2500

f() = 8 MHz
T=25s

ST

er Institut far Technologie

Spektrogramm des demodulierten Signals

_~ Pulsschlag

2000} /
1500} 3 X
N - +
g - :
Py r i
1000} 3 3 re
b ; £t
:“ Z r e ‘-:
iy Y - - > -
s00k ‘h.‘;_ 3 ShanG ST X =X .
52 a 55 e w
& - : (-
EY AF AR g PAR e (8RR
0 0.5 1,0 L5 2,0 25

t/s

® Doppler-Frequenz f; ~ 2250 Hz, Strahlwinkel o = 7/4

® Blutflussgeschwindi

gkelt Vs =

c fi

2 fo- cosa

~ 30 cm/s

24 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leén — Methoden der Signalverarbeitung

. Institut flr Industrielle
[lil Informationstechnik




Karlsruher Institut fir Technologie

8.2 Gabor-Reihe
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8.2 Gabor-Reihe AT

er Institut far Technologie

8.2.1 Diskretisierung von Zeit- und Frequenzverschiebung

@ Bisher: kontinuierliche Verschiebungen der mittleren Zeit = und der
mittleren Frequenz f

W Jetzt: diskrete Schritte 7 = mT und f = kF far das Analysefenster:
Yok (£) = Y(t — mT) 2T

® Entspricht Abtastung des STFT-Spektrums
@ In den Abtastpunkten erhalt man folgende Koeffizienten:

oo

F (m, ) = {o() () = [ a(0)2" (¢ = mT)e B0 g

— o0

Definition: Gabor-Reihe
Die Gabor-Reihe z(t) ist definiert als zweidimensionale Reihenentwicklung:

)= Y Y F2m,k) me(t)

m=—o0 k=—o0

26
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® Gabor-Reihe entspricht der Fourier-Reihe im eindimensionalen Fall

® Sinnvollerweise: T' < Tur und F' < Fe, um die Zeit-Frequenz-Ebene
hinreichend dicht abzutasten. Sonst: Informationsverlust!

@ Dennis Gabor hat GauB-Impulse als Analyse- und Synthesefenster ver-
wendet, da diese im Zeit-Frequenz-Bereich am besten konzentriert sind:

Y(E—mT)

0 T =T
0 T>Teq
L1
0 T Teg > ¢
27 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leon — Methoden der Signalverarbeitung Institut flr Industrielle

[lI§ Informationstechnik

8.2.2 Abtasttheorem fur die Zeit-Frequenz-Verteilung ﬂ("'
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@ In Kapitel 7.3.6 wurde der folgende Satz gezeigt:

Satz: Abtasttheorem fur die Zeit-Frequenz-Verteilung

Die diskreten Zeit- und Frequenzverschiebungsschritte missen die Bedin-
gung T - F < 1 erflllen.

® Dadurch wird sicher-  / T N N h
gestellt, dass das Lo I Lo I Lo !
Spektrum ausrei- R D R .
chend haufig S i St B -
abgetastet wird. ( ) i ( ) i ( :, I

® Wenn die Abtast- e e S
schrittweite 7' ver- S O
groRert wird, muss T s 1 s 1 ) T
Fentsprechend ol B T e B T B T T
verringert werden i R A< 20T
und umgekehrt. T‘ ‘ ) >

® DerFall T - F = Tt - Fxrit = 1 wird kritische Abtastung genannt.
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8.2.3 Rekonstruktion des Zeitsignals A\K“.

B Einsetzen der Kurzzeit-Fourier-Transformierten in die Gabor-Reihe:

z(t) = Z Z FY(m,k) Yk ()

m=—o0 k=—o0
o’

_ Z S / Bty (¢ — mT) e~2FKFY 5(4 _ ) (27 FE gy

m=—00 k=—o0_"

oo 0.0}

= / .T(t/) Z Z /y* (t/ . mT) e—j27TkFt' ;)«/(t . mT) ejQﬂkFt dt/

m=—o0 k=—o0

A - -
Vv

~5(t—t')  Vollstandigkeitsrelation

@ Umformen mit Hilfe der Poisson‘schen Summenformel liefert [PJ15]:

[o.@)
e / () (t — maT) e 2™kt qt = 5, 6
—o°  Biorthogonalitatsbedingung fur Synthese- und Analysefenster

@ |. Allg. nicht analytisch, sondern nur numerisch losbar — diskrete STFT
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8.2.4 Gabor-Reihe als Frame ‘(lT
® Eine Signaldarstellung ist nur sinnvoll, wenn die Frame-Bedingung erfallt
ist:

0<A- |zt <ZZ|vak > <B-|z@t)|* <

® Dazu mussen Analyse- und Synthesefunktionen o-kompakt sein, d. h. die
Summe ihrer Innenproduktbetrage muss auch bei Uberabtastung endlich
bleiben (Bsp.: Gaul-Impulse)

@ Man kann zeigen, dass die Gabor-Reihe ein dualer Frame ist, bei dem
Folgendes gilt [PJ15]:

1 2
0 < o5 IO < DI mBP <050 O] < o0

® Mit wachsender Uberabtastung a > 1 liegen die untere und obere Frame-
Grenze weiter auseinander, d. h. die Koeffizienten reprasentieren weniger
gut die anteilige Signalenergie
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8.3 Diskrete Kurzzeit-Fourier-

Transformation
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8.3 Diskrete Kurzzeit-Fourier-Transformation A\‘(".

er Institut far Technologie

@ In praktischen Anwendungen liegen zeitdiskrete Signale z,, vor
— Ubergang auf diskrete Kurzzeit-Fourier-Transformation

8.3.1 Definition N1
® Abtastung mit Abtastzeit o1 @.(t) = Y x(t)5(t — nta) (8.125)
n=0

@ Diskrete Zeitverschiebung T' sei ganzzahliges Vielfaches der Abtastzeit:

T =AM -tp
@ Diskrete Frequenzverscheibung F' sei ganzzahliges Vielfaches der Beob-
achtungsfrequenz: a
F:AK-Af:AK-W

@ Aus dem Abtasttheorem fur die Zeit-Frequenz-Verteilung der Gabor-
Reihe folgt: T -F=AM- -ty -AK-Af <1
AM -AK <N
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8.3.1 Definition A\KIT

periodisch fortgesetzt

3l i |AM-AK <N
ﬁ ET AK Af N
&l S
| $
I = ha'ad o
= AM o)
B =
= 2
Il '8
Ry =
: (O]
NS o
Il
<
T ;_A_J\ZtA
1/Af =M -T=N-ta=M-AM -ta
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8.3.1 Definition IT

® Grad der Uberabtastung:

M -K _ Zahl der Abtastpunkte in der Zeit-Frequenz-Darstellung

“ N Zahl der Abtastpunkte der zeitdiskreten Funktion

@ Herleitung der diskreten STFT mit 7 = mT und f = kF":

FLrf) = [ au®(t - rye i a
Einsetzen von z.(t) (8.125)
= / Z z(t) 0(t — nta) v (t —7)e 2™t dt

N t = nta wg. o-Impuls
=...= c(nta) v ((n — mAM)ty) e 2mkn/K
0

n—=

—_

FJ (m,k) = Y @nypiln] | iklnl : m/k-verschobenes Fenster
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8.3.2 Rekonstruktion des zeitdiskreten Signals &K"l

® Rucktrafo mittels der zeit- und frequenzverschobenen Synthesefenster:

&mk[n] = Yn—mAM el2mhn/ K
M—-1K—1
B = Y Y FL(mk) Sl
~ m=0 k=0 Einsetzen der diskr. STFT & Umformen
- mit der Poisson‘schen Summenformel
AK-1 AM—1
_ Z T kK Z eJ27rmn/AM
N-1
N % - s 1
AT D Ve T €T AM
n’'=0
= S Ok
@ Rekonstruktion moglich & Biorthogonalitatsbedingung erfullt Vv k, m:
N—1 N
~ —j27 AM
a;—%%ﬁ_we y T = de, o= xRy
(Vi [n])*
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8.3.3 Berechnung der Synthesefunktionen ‘(lT

institut far Technologie

B Mit 2 [n] := vk &2/ AM kann die Orthogonalitétsbedingung als
Innenprodukt geschrieben werden (Wexler-Raz-Beziehung):

a<7y[n],’y,‘§‘m[n]>n:5m5k, k=0,...,AK—1, m=0,...,AM —1

® In Matrix-Notation: i Y6'0[0] Y5 olN — 1] ]
) ~ T 7&1{—1,0[0] ’YXK—l,o[N — 1]
7i= o - -] o N T
=[1/a 0 ... O]T r*:= Yak-1a0] - YRg_1alNV 1]

= Vo.am-110 - G Aam—1 [V — 1]

_’YZK—l,AM—ﬂO] ’YKK-l,AM-ﬂN - 1]_
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8.3.3 Berechnung der Synthesefunktionen A\K".

® Beikritischer Abtastung o = N/(AK AM) = 1 ist die Matrix I'* quadratisch
— eindeutige Berechnung des Synthesefensters 7,

® Kompaktheit: Konzentration der Signalenergie des Fensters auf Intervall-
breite (1 + R)AM — Nullsetzen mancher Elemente von 4,,: T'%" -4z = 1

:)/R,n

n

AM-1  (1+5)AM -1

l
|
|
0

R
~EAM

@ Im Normalfall ist das resultierende Gleichungssystem Uberbestimmt
— Naherungslosung durch Minimierung der Fehlerquadrate (Pseudoinv.):

A~

q = (I‘%*T . 1-\%*)—1 ) F%*T .
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8.3.3 Berechnung der Synthesefunktionen A\‘("'

er Institut far Technologie

Beispiel: Berechnung der Synthesefunktion aus der Analysefunktion
@ FuUr eine diskrete STFT sind folgende Parameter gegeben:

Abtastpunkte der Zeitfunktion: N = 512
Zeit-/Frequenzverschiebung in tp bzw. Af: AM = AK =16

Abtastpunkte in Zeit- und Frequenzrichtung: M = K = 32

N

T AKAM 2

—  Uberabtastfaktor: «

@ Analysefenster: GaulR-Fenster, Beschrankung auf 32 Werte (R = 1)

@ Wunsch: Berechnung eines Synthesefensters mit der Reserve R =1

AM - AK = 256 Gleichungen mit NV = 512 Variablen

Beschrankung des Synthesefensters — 32 zu bestimmende Variablen
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8.3.3 Berechnung der Synthesefunktionen ﬂ(“l
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8.3.3 Berechnung der Synthesefunktionen ﬂ("'
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